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Chapitre 1 : Arithmétiques dans Z 
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Divisibilité dar 





@ Divisibilité dans Z 











LETTRE AU 


Divisibilité dans Z 





Définition 

Soient a un entier relatif non nul et b un entier relatif. On dit que b est divisible 
par a dans Z ou que a divise b dans Z et on écrit a | b, s'il existe un entier relatif k 
tel que b = ka. 

Dans ce cas, on dit que b est un multiple de a ou que a est un diviseur de b. 


L'ensemble des diviseurs de b est noté par D(b). Dans le cas contraire on écrit 
afb. 
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Divisibilité dans Z 





Définition 

Soient a un entier relatif non nul et b un entier relatif. On dit que b est divisible 
par a dans Z ou que a divise b dans Z et on écrit a | b, s'il existe un entier relatif k 
tel que b = ka. 

Dans ce cas, on dit que b est un multiple de a ou que a est un diviseur de b. 


L'ensemble des diviseurs de b est noté par D(b). Dans le cas contraire on écrit 
afb. 





Exemple 


e 216 car6=3 x72 et on a D(6)={—-6;,—-3;-2;—-1;1;2;3;6}. 
e 247 car(ÂkEZ):7—2k. 
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Divisibilité dans Z 





Lemme 


Sia|b etbÆ0, alors [a] < |b|. Ainsi tout entier non nul admet un nombre fini de 
diviseurs. 









M. Talbi et M. Talbi Module: Renforcement des Acquis 1 


Divisibilité dans Z 





Lemme 






Sia|b etbÆ0, alors [a] < |b|. Ainsi tout entier non nul admet un nombre fini de 
diviseurs. 


Preuve. 
On a 


albetb£0—(KEZ):b=kaetkZ£0 
— (KE Z):|b|=|k|-lal et k|>1 
— 45 
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Divisibilité dans Z 





Propriétés 
Soient a, b et c trois entiers relatifs, alors : 

Q a |a (avec a Z 0). 

Q Sialbetbl|c, alorsal|c. 

Q Si'a|betb|a, alors la] —{|b| c'est-à-dire a = +b. 
Q Sialbetc|d, alors ac | bd. 

Q Sialbetal|c, alors a|mb+nc,V(m,n) € 7. 

Q Sia|b, alors (Ve € Z*); ac | bc. 
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CEE 





Preuve. 


Q alacara=l:a. 








Divisibilité dans Z 





Preuve. 


Q alacara=l:a. 
Q Onaa|b, alors (KE Z) : b=ka, et b|c, alors (3k eZ): c = kb, ainsi 
c = (kk')a, ce qui donne que a| c. 
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Divisibilité dans Z 





Preuve. 


Q alacara=l:a. 
Q Onaa|b, alors (KE Z) : b=ka, et b|c, alors (ke Z):c=k'b, ainsi 
c = (kk')a, ce qui donne que a| c. 
@ Sialbetb|a, alors [al < |b| et |b] < |a|, ainsi [a] = |b| c'est-à-dire a = +b. 
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Divisibilité dans Z 





Preuve. 


Q alacara=l:a. 
Q Onaa|b, alors (KE Z):b=ka, et b|c, alors (KE Z):c= Kb, ainsi 
c = (kk')a, ce qui donne que a | c. 











Q Sialbetb]|a, alors [a] < |b| et [b| < |a|, ainsi [a] —|b| c'est-à-dire a = +b. 
© Onaa|b, alors (K€ Z) : b = ka, et on a c | d, alors (KE Z): d = k'c, donc 
bd = (ka)-(kc) = (kk')-(ac), c'est-à-dire ac | bd. 
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Divisibilité dans Z 


Preuve. 


Q alacara=l:a. 
Q Onaa|b, alors (KE Z):b=ka, et b|c, alors (KE Z):c= Kb, ainsi 
c = (kk')a, ce qui donne que a | c. 
Q Sialbetb]|a, alors [a] < |b| et [b| < |a|, ainsi [a] —|b| c'est-à-dire a = +b. 
© Onaa|b, alors (K€ Z) : b = ka, et on a c | d, alors (KE Z): d = K'c, donc 
bd = (ka)-(kc) = (kk')-(ac), c'est-à-dire ac | bd. 
Q Onaalbetal|c, alors (KE Z):b=ka et (K EZ):c=kKa, ainsi 
(V(m,n) € Z?, (A,K') € 22) : mb+nc = (mk)a + (nk')a = (mk+nk')a, ce qui 
donne que a | mb+nc,(V(m,n) € 7°). 


























Q Trivial. 
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@ Division euclidienne 











LETTRE AU 


Division euclidienne 


Théorème 








Soient a et b deux entiers relatifs, avec b > 0. Il existe un couple unique 
(g,r) eZ xZ vérifiant a = bq+r et 0 <r <b. 

L'entier q s'appelle le quotient et l'entier r s'appelle le reste de la division 
euclidienne de a par b. 
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Division euclidienne 


Preuve. 
Soit A ={a—bk|keZ}NN. 
e L'ensemble À est non vide, 
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Division euclidienne 


Preuve. 
Soit A ={a—bk|keZ}NN. 
e L'ensemble À est non vide, car si a > O0, alors a € A en prenant k— 0 et si 
a < 0, alors a(1 —b) € À en prenant k = a. 
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Division euclidienne 


Preuve. 


Soit A ={a—bk|keZ}NN. 
e L'ensemble À est non vide, car si a > O0, alors a € À en prenant k— 0 et si 
a < 0, alors a(1 — b) € À en prenant k = a. 
e D'après la propriété fondamentale de N, l'ensemble À admet un plus petit 
élément qu'on note par r, il existe donc q € Z tel que r = a — bg. 
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Division euclidienne 


Preuve. 
Soit A={a—-bk|keZ}INN. 
e L'ensemble À est non vide, car si a > O0, alors a € A en prenant k— 0 et si 
a <0, alors a(1 — b) € À en prenant k = a. 


e D'après la propriété fondamentale de N, l'ensemble À admet un plus petit 
élément qu'on note par r, il existe donc q € Z tel que r = a — bg. 


Supposons que r > b, on aura alors 





O<r—-b=a—-bq-b=a—b(q+a)EA, 


ainsi on a0<r—b<7r, ce qui contredit le fait que r est le plus petit élément de 
À, par conséquence 0 < r < b et a=bq+r. 
Supposons qu'il existe un autre couple (g/,r/) € Z x Z vérifiant 


a=bq +r etO<r <b. 


Si q £ q', alors on peut supposer que g9—q>1, donc b<b(q—-q)=r-r<r, 
ce qui contredit le fait que r < b. Ainsi g = q' et par suite r = r/. 
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Division euclidienne 





Théorème (Division euclidienne étendue) 







Soient a et b deux entiers relatifs, avec b 3 0. Il existe un couple unique 
(g,r) eZ xZ vérifiant a = bq+r et0 <r<|b|. 
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Division euclidienne 


Théorème (Division euclidienne étendue) 


Soient a et b deux entiers relatifs, avec b 3 0. Il existe un couple unique 
(g,r) eZ xZ vérifiant a = bq+r et0 <r <[b|. 





Preuve. 


Si b < 0, on effectue la division euclidienne de a par —b, donc il existe un couple 
unique (g/,r) € Z? vérifiant a = (—b)q' +r et 0 <r <—b c'est-à-dire 
a=b(-g)+ret 0 <r<—b. 

Prenons g = —q/, donc a =bq+r et 0 <r < |b|. 
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Division euclidienne 


Exemple 


e La division euclidienne de 18 par 6 est 
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Division euclidienne 


Exemple 


e La division euclidienne de 18 par 6 est 
18—=6 x3 


(le quotient est 3 et le reste est 0). 


e La division euclidienne de 15 par 2 est 
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Division euclidienne 


Exemple 
e La division euclidienne de 18 par 6 est 
18=6x3 


(le quotient est 3 et le reste est 0). 
e La division euclidienne de 15 par 2 est 


ISÉSPEE AI 


(le quotient est 7 et le reste est 1). 


e La division euclidienne de —55 par 3 est 
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Division euclidienne 


Exemple 
e La division euclidienne de 18 par 6 est 
18=6x3 


(le quotient est 3 et le reste est 0). 
e La division euclidienne de 15 par 2 est 


ISSPEYE AI 


(le quotient est 7 et le reste est 1). 
e La division euclidienne de —55 par 3 est 


55 = 3 x (—19)+2 





(le quotient est (—19) et le reste est 2). 
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Nombre premier 


(8 Nombre premier 











LETTRE AU 


Nombre premier 


Définition 







On dit qu'un entier relatif p est premier si p a exactement quatre diviseurs dans 
Z, à savoir —p, p, —1 et 1 c'est-à-dire D(p) = {—p; p; —1L; 1}. 
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Nombre premier 


Définition 
On dit qu'un entier relatif p est premier si p a exactement quatre diviseurs dans 
Z, à savoir —p, p, —1 et l c'est-à-dire D(p) = {—p; p; —1; 1}. 





Remarque 


Si p est premier, alors —p est aussi premier. Pour ceci, on s'interesse seulement 
aux nombres premiers positifs (E N) et on note par P l'ensemble de ces nombres 
premiers. 

Pour que p € N sera dans P il faut et il suffit que p a exactement deux diviseurs 
dans N, à savoir 1 et p lui même. 
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Nombre premier 


Dans toute la suite 


un nombre premier veut dire un nombre premier 
positif. 
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Nombre premier 


Exemple 













© 2, 3, 5, 7, 11, 13... sont des nombres premiers. 
@ 14 n'est pas un nombre premier car 14 a plus de deux diviseurs dans N. 
@ 1 n'est pas un nombre premier car 1 a un seul diviseur dans N, à savoir 1. 


Q On peut tester la primalité d'un entier naturel n en utilisant le logiciel PARI, 
par la commande ‘isprime” : 





e isprime(n) = 1 c'est-à-dire n € P. 
e isprime(n) =0 c'est-à-dire n & P. 











@ On peut connaître les n premiers nombres premiers positifs en utilisant le 
logiciel PARI, par la commande "primes(n)" 


e primes(7) donne les 7 premiers nombres premiers positifs, à savoir : 
UP UE 1e, 
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Nombre premier 


Proposition 


Soit n un entier relatif tel que |n| > 2, alors le plus petit diviseur supérieur ou égal 
à 2 den est un nombre premier. 
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Nombre premier 


Proposition 






Soit n un entier relatif tel que |n| > 2, alors le plus petit diviseur supérieur ou égal 
à 2 den est un nombre premier. 


Preuve. 









Soit n € Z tel que |n| > 2, alors l’ensemble À des diviseurs positifs de n supérieur 
ou égal à 2 est une partie non vide de N (il contient au moins |n|), alors il admet 
un plus petit élément qu'on notera par p. Soit qg > 2 un diviseur de p, alors il 
existe k € N tel que p = kq > q. Comme g| p et p|n, alors q|n et q > 2, ainsi 

q E À et comme p est le plus petit élément de À, alors g = p, par suite p est un 
nombre premier. 
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Nombre premier 


Remarque (Test de primalité) 


Soit n un entier positif non premier, alors n possède un diviseur premier inférieur 
ou égal à /n. Donc si aucun nombre premier inférieur ou égal à \/n ne divise n, 
alors n est un nombre premier. 
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Nombre premier 


Remarque (Test de primalité) 


Soit n un entier positif non premier, alors n possède un diviseur premier inférieur 
ou égal à /n. Donc si aucun nombre premier inférieur ou égal à \/n ne divise n, 
alors n est un nombre premier. 

En effet, soit n € N* non premier et p son plus petit diviseur supérieur ou égal à 2, 
alors p est premier. Comme p | n, alors il existe k € N tel quen = pk. Commen 
n'est pas premier, alors k > 1 et puisque k| n, alors p <k. Ainsi n — pk > p”, ce 
qui donne que p < \/n. 
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Nombre premier 


Théorème 
L'ensemble des nombres premiers P est infini. 
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Nombre premier 


Théorème 






L'ensemble des nombres premiers P est infini. 





Preuve. 


Supposons que l'ensemble P est fini. 
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Nombre premier 


Théorème 
L'ensemble des nombres premiers P est infini. | 


Preuve. 


Supposons que l'ensemble P est fini. 
OnaPÆ0(car2eP). 
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Nombre premier 


Théorème 
L'ensemble des nombres premiers P est infini. | 


Preuve. 


Supposons que l'ensemble P est fini. 
On aP40 (car2€P). Soit p le plus grand élément de P et soit m = p!+1. 














M. Talbi et M. Talbi Module: Renforcement des Acquis 1 


Nombre premier 


Théorème 
L'ensemble des nombres premiers P est infini. | 


Preuve. 


Supposons que l'ensemble P est fini. 
On aP4Æ40 (car2€P). Soit p le plus grand élément de P et soit m= p!l+1. On a 
m > p, donc m € P, il possède donc un diviseur premier qu'on notera par q. 
Comme p est le plus grand élément de P, alors q < p, ainsi g | p! et comme q|1m, 
alors g|m—p!=1, ce qui donne que g = 1, ce qui contredit le fait que g est un 
nombre premier. Ainsi l'ensemble P est infini. 
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Le plus grand commun diviseur 


@ Le plus grand commun diviseur 
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Le plus grand commun diviseur 


Définition 

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls. Un entier d > 1 est dit le 
plus grand commun diviseur de a et b, qu'on le note par pecd(a,b) ou a Ab, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e d est un diviseur commun de a et b c'est-à-dire d E D(a)N D(b) ; 
e Tout diviseur commun de a et b divise d c'est-à-dire Vn € D(a)N D(b), n|d. 
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Le plus grand commun diviseur 


Définition 

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls. Un entier d > 1 est dit le 
plus grand commun diviseur de a et b, qu'on le note par pecd(a,b) ou a Ab, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e d est un diviseur commun de a et b c'est-à-dire d E D(a)N D(b) ; 
e Tout diviseur commun de a et b divise d c'est-à-dire Vn € D(a)"N D(b), n|d. 
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Le plus grand commun diviseur 


Définition 

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls. Un entier d > 1 est dit le 
plus grand commun diviseur de a et b, qu'on le note par pecd(a,b) ou a Ab, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e d est un diviseur commun de a et b c'est-à-dire d E D(a)N D(b) ; 
e Tout diviseur commun de a et b divise d c'est-à-dire Vn € D(a)"N D(b), n|d. 







Exemple 


e (—12)A4=—A4. 
e 18127 — 
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Le plus grand commun diviseur 


Définition 

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls. Un entier d > 1 est dit le 
plus grand commun diviseur de a et b, qu'on le note par pecd(a,b) ou a Ab, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e d est un diviseur commun de a et b c'est-à-dire d E D(a)N D(b) ; 
e Tout diviseur commun de a et b divise d c'est-à-dire Vn € D(a)"N D(b), n|d. 







Exemple 


e (—12)A4=—A4. 
e 18127 —9,. 
e 8/15 — 
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Le plus grand commun diviseur 


Définition 

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls. Un entier d > 1 est dit le 
plus grand commun diviseur de a et b, qu'on le note par pecd(a,b) ou a Ab, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e d est un diviseur commun de a et b c'est-à-dire d E D(a)N D(b) ; 
e Tout diviseur commun de a et b divise d c'est-à-dire Vn € D(a)N D(b), n|d. 







Exemple 


e (—12)A4=4. 
e 18127 —0. 


e 8A5—1 (dans ce cas on dit que 8 et 5 sont premiers entre eux). 
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Le plus grand commun diviseur 


Définition 

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls. Un entier d > 1 est dit le 
plus grand commun diviseur de a et b, qu'on le note par pecd(a,b) ou a Ab, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 







e d est un diviseur commun de a et b c'est-à-dire d E D(a)N D(b) ; 
e Tout diviseur commun de a et b divise d c'est-à-dire Vn € D(a)N D(b), n|d. 





Exemple 


(—12)A4—A4,. 
18127 —9,. 
8A5=—1 (dans ce cas on dit que 8 et 5 sont premiers entre eux). 


On peut utiliser le logiciel PARI pour déterminer le plus grand commun 
diviseur de deux entiers a et b en utilisant la commande gcd(a,b). 
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Le plus grand commun diviseur 


Propriétés 


© aAb=|a|A|b|. 

Q a/b=b\a. 

Q afa=aA0 = |a| (avec a Z 0). 

Q a/A(ka) = la] (VkEe Z). 

Q a l=l. 

Q (aAb)Ac=aA(bAc). 

Q alb— añb=|al. 

Q klaetk|b=k|añAb. 

Q Soit kE Z*, alors (ka) A (kb) = |k] a Ab. 


Q SoitkE Z* tel quek|a etk|b, alors € 1% =. 


D 
Dr 
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Preuve 
@ Comme D(a)ND(b) = D(lal)ND(|b}), alors on aura le résultat. 


Preuve 
@ Comme D(a)ND(b) = D(lal)ND(|b}), alors on aura le résultat. 


Q Trivial. 


Preuve 
@ Comme D(a)ND(b) = D(lal)ND(|b}), alors on aura le résultat. 


Q Trivial. 
@ Évident. 


Preuve 
@ Comme D(a)ND(b) = D(lal)ND(|b}), alors on aura le résultat. 


@ Trivial. 
@ Évident. 
@ On a D(a)ND(ka) = D(a) et |a| est son plus grand élément, d'où le résultat. 


Preuve 
@ Comme D(a)ND(b) = D(lal)ND(|b}), alors on aura le résultat. 


@ Trivial. 

@ Évident. 

@ On a D(a)ND(ka) = D(a) et |a| est son plus grand élément, d'où le résultat. 
Q On a D(a)ND(1) = D(1) et 1 est son plus grand élément, d'où le résultat. 


Preuve 
@ Comme D(a)ND(b) = D(lal)ND(|b}), alors on aura le résultat. 


@ Trivial. 

Q Évident. 

(a) et Ja] est son plus grand élément, d'où le résultat. 
= D(1) et 1 est son plus grand élément, d'où le résultat. 
(c) = D(a)N (D(b)ND(c)), donc 


Preuve 
Comme D(a)ND(b) = D(|a|)ND(|b|), alors on aura le résultat. 


Évident. 


Oo 

@ Trivial. 

@ Évident. 

@ On a D(a)ND(ka) = D(a) et |a| est son plus grand élément, d'où le résultat. 

Q On a D(a)ND(1) = D(1) et 1 est son plus grand élément, d'où le résultat. 

Q On a (D(a)ND(b))ND(c) = D(a)N (D(b)ND(c)), donc 
(aAb)Ac=aA(bAc). 

9 


Preuve 


@ Comme D(a)ND(b) = D(lal)ND(|b}), alors on aura le résultat. 

@ Trivial. 

@ Évident. 

@ On a D(a)ND(ka) = D(a) et |a| est son plus grand élément, d'où le résultat. 

Q On a D(a)ND(1) = D(1) et 1 est son plus grand élément, d'où le résultat. 

Q On a (D(a)ND(b))ND(c) = D(a)N(D(b)ND(c)), donc 
(a\b)Ac=aA(bAc). 

Q Évident. 

@ Par définition du pgcd. 


Preuve 


@ Comme D(a)ND(b) = D(lal)ND(|b}), alors on aura le résultat. 

@ Trivial. 

@ Évident. 

@ On a D(a)ND(ka) = D(a) et |a| est son plus grand élément, d'où le résultat. 

Q On a D(a)ND(1) = D(1) et 1 est son plus grand élément, d'où le résultat. 

Q On a (D(a)ND(b))ND(c) = D(a)N (D(b)ND(c)), donc 
(aAb)Ac=aA(bAc). 

Q Évident. 

@ Par définition du pgcd. 

Q Soit ke Z*, posons d = (ka) \ (kb) et 8 = a Ab et montrons que d = |k|ë. 


On a = ab, donc | a et 8 | b, donc |k|8 | ka et |k|ô | kb, ainsi |k|6 | d, 
donc n € N* tel que d = n|k|ô, ce qui donne n € N* tel que n|k|à | ka et 
nlk|6 | kb, alors 2n € N* tel que nô | a et nô | b, donc nô | 5, par suite n — 1, ce 
qui donne que d = |k|ë. 











Preuve 


©0000 000000 


Comme D(a)ND(b) = D(|a|)ND(|b|), alors on aura le résultat. 
Trivial. 


Évident. 

On a D(a)ND(ka) = D(a) et |a| est son plus grand élément, d'où le résultat. 
On a D(a)ND(1) = D(1) et 1 est son plus grand élément, d'où le résultat. 
On a (D(a)ND(b))ND(c) = D(a)}N(D(b)ND(c)), donc 
(aAb)Ac=anA(bAc) 

Évident. 


Par définition du pgcd. 

Soit k€ Z*, posons d = (ka) A (kb) et 8 = a Ab et montrons que d = |k|ô. 

On a = ab, donc | a et 8 | b, donc |k|8 | ka et |k|ô | kb, ainsi |k|6 | d, 
donc n € N* tel que d = n|k|ô, ce qui donne n € N* tel que n|k|à | ka et 
nlk|6 | kb, alors 2n € N* tel que nô | a et nô | b, donc nô | 5, par suite n — 1, ce 
qui donne que d = |k|ë. 

Soit ke Z* tel que k|a et k}b. 

On à 











a b a b,  pgcd(a, b) 


a b 
d(a, b) = pecd(k:=, k:—)—|kl:pecd(—, =) = pecd = 
pecd(a, b) — pgcd( à T) lk|-pgc ( T) pgc (>: L) TA 





Preuve 


©0000 000000 


© 


Comme D(a)ND(b) = D(|a|)ND(|b|), alors on aura le résultat. 
Trivial. 


Évident. 

On a D(a)ND(ka) = D(a) et |a| est son plus grand élément, d'où le résultat. 
On a D(a)ND(1) = D(1) et 1 est son plus grand élément, d'où le résultat. 
On a (D(a)ND(b))ND(c) = D(a)N(D(b)ND(c)), donc 
(aAb)Ac=aA(bAc). 

Évident. 


Par définition du pgcd. 

Soit k€ Z*, posons d = (ka) A (kb) et 8 — a Ab et montrons que d = |k|ô. 

On a = ab, donc | a et 8 | b, donc |k|8 | ka et |k|ô | kb, ainsi |k]6 | d, 
donc n € N* tel que d = n|k|ô, ce qui donne n € N* tel que n|k|à | ka et 
nlk|6 | kb, alors 2n € N* tel que nô | a et nô | b, donc nô | 5, par suite n — 1, ce 
qui donne que d = |k|ë. 

Soit ke Z* tel que k|a et k}b. 

On a 


a b 
pecd(a, b) = pecd(k: LS L) = |k|: pecd( 











a b a b,  pgcd(a, b) 


_) = pecd - 
L° = pgc (>: L) TA 





DE a b__ ab _ 
En utilisant 10, on trouve a NE = GE — 1. 


Algorithme d’Euclide 


@ Algorithme d'Euclide 











LETTRE AU 


Algorithme d’Euclide 


Proposition 


Soient a et b deux entiers relatifs avec b 0. Si r est le reste de la division 
euclidienne de a par b, alors a Ab = b Ar. 
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Algorithme d’Euclide 


Proposition 


Soient a et b deux entiers relatifs avec b 0. Si r est le reste de la division 
euclidienne de a par b, alors ab = b Ar. 







Preuve. 


Il suffit de remarquer que si r est le reste de la division euclidienne de a par b, 
alors les diviseurs communs de a et b sont ceux de b et r. 


D(a)ND(b) = D(b}ND(r). 
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L'algorithme d'Euclide est basé sur la proposition précédente et permet le calcul 
du pgcd de deux entiers en effectuant un nombre fini de divisions euclidiennes. 
Soient a et b deux entiers strictement positifs, on pose r0 = a et r1 = b, et tant 
que r; > 0 en effectue les divisions euclidiennes suivantes : 


ro =rigi + où 0<r <rij; 





ri = Mg2 +r3 où 0 <r3 < nr; 


rk-2 = -1qk-1 + rx OÙ 0 < rx <rk-1; 

rk1 = Fkgr + F1 OÙ O0 < re41 <Fk 
La suite r1,r2,r3,... est une suite décroissante d’entiers positifs, on obtient 
nécessairement un reste nul au bout d'un nombre fini de divisions. 
Il résulte de la proposition précédente que pour chaque k > 0, on a 


a\b=rz Arr]. 
Notons par r, le dernier reste non nul, on à donc r,11 = 0, donc 


a\b= rs /rnt1 = Fn O0 =r;. 
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Algorithme d’Euclide 


Remarque 


@ On effectue les divisions euclidiennes successives décrites précédement jusqu'à 
ce qu'on obtient un reste nul, le pgcd(a,b) est le dernier reste non nul. 


Q ll existe u et v dans Z tel que pgcd(a,b) = au + bv. 
Pour determiner u et v, il suffit de considérer l'algorithme d'Euclide 
inversement en remplaçant le reste dans l'étape i par son expression dans 

l'étape i— 1. 

Les entiers u et v sont appelés les coefficients de Bézout. 
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Algorithme d’Euclide 


Exemple 
Soient a = 600 et b — 124. 
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Algorithme d’Euclide 


Exemple 


Soient a = 600 et b — 124. 
On a 









600 —124x4+104; et 4 —104—20x5; 

124 —104 x 1+20; 4 —104—(124—104x1)xS5; 

104 —20x5+4; 4 — (600 — 124 x 4) x 6+ 124 x (—5): 

20 =4x5+0. 4 — 600 x 6+ 124 x (—24)+124 x (—5); 
4 — 600 x 6+124 x (—29). 





Ainsi pgcd(600, 124) = 4 = 600 x 6+ 124 x (—29) (u =6 et v = —29). 
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Algorithme d’Euclide 


Exemple 
Soient a = —326 et b = 15. 
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Algorithme d’Euclide 


Exemple 
Soient a = —326 et b = 15. 
On a 
—326 —=15x(—22)+4; et 1 =4-3xl; 
15 —=4x3+3; =4-(15-4x3); 
ANSE AE IE —4—]5+4x3; 
Sn — RC" 0; = x Ai 158 


= 4 x (—326— 15 x (—22))— 15; 
= (—326) x 4+15 x 88— 15; 
— (—326) x4+15 x 87. 











Ainsi pgcd(—326, 15) = 1 = (—326) x 4+15 x 87 (u = 4 et v = 87). 
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Algorithme d’Euclide 


Définition (Nombres premiers entre eux) 






Soient a et b deux entiers relatifs, on dit que a et b sont premiers entre eux si 
a\b=l. 
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Algorithme d’Euclide 


Définition (Nombres premiers entre eux) 








Soient a et b deux entiers relatifs, on dit que a et b sont premiers entre eux si 
afb=l. 


Théorème (Théorème de Bézout) 


Soient a et b deux entiers relatifs, alors a et b sont premiers entre eux si et 
seulement si il existe deux entiers u et v tel que au+bv = 1. 
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Algorithme d’Euclide 


Définition (Nombres premiers entre eux) 








Soient a et b deux entiers relatifs, on dit que a et b sont premiers entre eux si 
a\b=1. 


Théorème (Théorème de Bézout) 


Soient a et b deux entiers relatifs, alors a et b sont premiers entre eux si et 
seulement si il existe deux entiers u et v tel que au +bv = 1. 


Preuve. 


Si a et b sont premiers entre eux, alors a A b = 1 et d'après l'algorithme d'Euclide 
il existe des entiers w et v tel que au +by = 1. 

Inversement s'il existe des entiers w et v tel que au +bv = 1. Posons d = a Ab, 
donc d | au +bv, ainsi d | 1, ce qui donne que a et b sont premiers entre eux. 
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Algorithme d’Euclide 


Corollaire (Lemme de Gauss) 






Soient a, b et c trois entiers relatifs. Si a divise le produit bc et a est premier avec 
b, alors a divise c. 
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Algorithme d’Euclide 


Corollaire (Lemme de Gauss) 










Soient a, b et c trois entiers relatifs. Si a divise le produit bc et a est premier avec 
b, alors a divise c. 


Preuve. 


Comme a | bc, alors (2k € Z) : bc = ka. Puisque a A b = 1, alors d'après le 
théorème de Bézout, (A(u,v) € Z?) : au + bv = 1, donc 





c = auc + bvc = auc +kav = a(cu +kv), 














ce qui donne que a| c. 
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Algorithme d’Euclide 


Proposition 
Soient a, b et c trois entiers relatifs, alors : 


Q Si (a,b) £ (0,0) on a : 


añb=d (a,b)e 7 :a Ab =1,a= ad et b=b'd. 


Q Sialc,b|cetaANb=1, alors ab|c. 
Q Siafb=1etaAc=1, alorsaNbc=l1. 
© SiaAb=1, alors V(m,n) € N°? on a : a" Ab" =1. 
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Algorithme d’Euclide 


Preuve. 


O SiaAb=d, alors (a’,b') e Z? : a — a'd et b—b'd, ainsi 
d=aAb= ad \b'd = d(a’ \b'), ce qui donne 

OS CC EC 

Inversement, si 2(a/,b') € Z? : a! Ab! =1, a = a'd et b = b'd, alors 

a\b=a'd\b'd = d(a Ab!) =d. 
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Algorithme d’Euclide 


Preuve. 





O SiaA\b=d, alors 1(a’,b') € Z? : a — ad et b—b'd, ainsi 
d=aAb= ad \b'd = d(a’ \b'), ce qui donne 

OS CC EC 

Inversement, si 2(a/,b') € Z? : a! Ab! =1, a = a'd et b = b'd, alors 

a\b=a'dA\b'd = d(a Ab!) = d. 











Q Onaalc, donc KE Z tel que c = ka, ainsi b | ka et on a aAb=1, donc 
d'après le lemme de Gauss on trouve que b | k, il existe donc k€ Z tel que 
k = Kb, alors il existe k € Z tel que c = K'ab, ce qui donne que ab| c. 
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Algorithme d’Euclide 


Preuve. 


O SiaAb=d, alors 1(a’,b') € Z? : a — ad et b = b'd, ainsi 
d=aAb= ad \b'd = d(a’ \b'), ce qui donne 

OS CC EC 
Inversement, si 2(a/,b') € Z? : a! Ab! =1, a — a'd et b = b'd, alors 
a\b=a'dA\b'd = d(a Ab!) = d. 

Q Onaalc, donc KE Z tel que c = ka, ainsi b | ka et on a aAb=1, donc 
d'après le lemme de Gauss on trouve que b | k, il existe donc k€ Z tel que 
k = Kb, alors il existe k € Z tel que c = k'ab, ce qui donne que ab| c. 


Q Onaa/Ab=—1, alors il existe (u,v) € Z? : au+ by — 1 et on a aAc=1, donc il 
existe (#/,v’) € Z? : au’ + cv! = 1, ainsi 














1 = (au+bv)(au +cv') = a: (auu +cuv +nvu')+bc:(vv'), 


ce qui donne, d'après le théorème de Bézout, que a Abc = 1. 


Q@ Conséquence de 3. 
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Le plus petit commun ple 





(6 Le plus petit commun multiple 











LENS ï Module: Renforcement des Acquis 1 


Le plus petit commun multiple 


Définition 
Soient a et b deux entiers relatifs tous deux non nuls. Un entier m > 1 est dit le 


plus petit commun multiple de a et b, qu'on le note par ppem(a,b) ou a V b, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e m est un multiple commun de a et b; 


e Tout multiple commun de a et b est multiple de m. 
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Le plus petit commun multiple 


Définition 
Soient a et b deux entiers relatifs tous deux non nuls. Un entier m > 1 est dit le 


plus petit commun multiple de a et b, qu'on le note par ppem(a,b) ou a V b, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e m est un multiple commun de a et b; 


e Tout multiple commun de a et b est multiple de m. 





Exemple 


° (-12)V4= 
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Le plus petit commun multiple 


Définition 
Soient a et b deux entiers relatifs tous deux non nuls. Un entier m > 1 est dit le 


plus petit commun multiple de a et b, qu'on le note par ppem(a,b) ou a V b, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e m est un multiple commun de a et b; 


e Tout multiple commun de a et b est multiple de m. 





Exemple 


e (—12)V4=—12. 
e 4V6— 
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Le plus petit commun multiple 


Définition 
Soient a et b deux entiers relatifs tous deux non nuls. Un entier m > 1 est dit le 


plus petit commun multiple de a et b, qu'on le note par ppem(a,b) ou a V b, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e m est un multiple commun de a et b; 


e Tout multiple commun de a et b est multiple de m. 





Exemple 


e (—12)V4= 12. 
e 4V6—12. 
e 8V5— 
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Le plus petit commun multiple 


Définition 
Soient a et b deux entiers relatifs tous deux non nuls. Un entier m > 1 est dit le 


plus petit commun multiple de a et b, qu'on le note par ppem(a,b) ou a V b, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e m est un multiple commun de a et b; 


e Tout multiple commun de a et b est multiple de m. 





Exemple 


° (—12)V4= 12. 
° 4V6— 12. 
e 8V5—40. 
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Le plus petit commun multiple 


Définition 
Soient a et b deux entiers relatifs tous deux non nuls. Un entier m > 1 est dit le 


plus petit commun multiple de a et b, qu'on le note par ppem(a,b) ou a V b, si les 
deux conditions suivantes sont satisfaites : 


e m est un multiple commun de a et b; 


e Tout multiple commun de a et b est multiple de m. 





Exemple 
e (—12)V4= 12. 
e 4V6—12. 
e 8V5—A40. 


e On peut utiliser le logiciel PARI pour déterminer le plus petit commun 
multiple de deux entiers a et b en utilisant la commande lem(a,b). 
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Le plus petit commun multiple 





Propriétés 

Q aVb=bVa. 

Q aVb=|a|V|b|. 

Q aVa=|a|. 

Q bia aVb=|al. 

9 aV1=|al. 

9 aVv0—0. 

Q aVb | ab. 

Q (aVb)Vc=aV(bVc). 

Q (ka) V(kb)=|k|-aVb,Vke Z. 
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Le plus petit commun multiple 


Preuve. 
Les propriétés 1, 2, 3, 4, 5 et 6 sont triviales. 
7. On a a | ab et b| ab, donc a Vb | ab, par définition du ppem. 


8. Si abc —0, alors (aVb)Vc=aV(bVc)=0. Si abc Z 0, on remarque que 
(aVb) Vc est le plus petit élément de l'ensemble [(aZNbZ)NcZINN* et 
aV (bVc) est le plus petit élément de l’ensemble [aZN(bZNcZ)]N Z*, or les 





deux ensembles sont égaux, donc (aVb)Vc=aV(bVc). 
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Le plus petit commun multiple 





Proposition 
Soient a et b deux entiers relatifs tel que ab 0, d=a/Nb etm=aVb. Si on pose 
a = da’ et b = db’, alors a Ab! =1 etm=d:|ab'|. 

En particulier on à : 

dm = (a /\b) x (aV b) = |ab|. 
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Le plus petit commun multiple 


Preuve. 


Posons m! = d:}a'b'|. | est clair que m' est un multiple commun de a et de b. 
Montrons que c'est le ppem de a et b en montrant qu'il divise tout multiple 
commun de a et b. 

Soit m” un multiple commun de a et de b. C'est un multiple de a, donc il existe 
un entier p tel que m” = ap = da'p. C'est un multiple de b donc il existe un entier 
q tel que m” = bq = db'q. Par conséquent da! p = db'q et donc ap = b'q. En 
appliquant le théorème de Gauss, sachant que a/ divise b'q et est premier avec b’, 
on peut déduire que a! divise g et qu'il existe un entier r tel que q = ra’. 

On a obtenu m” = db'ra' = (da’b')r et donc m” est un multiple de m” ce qui 
démontre que m” est le ppem de a et de b. En particulier on a 


(a Ab) x (aVb) = d?|a'b!} = (d|a!|): (d|b!|) = [abl. 
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Le plus petit commun multiple 


Preuve. 


Posons m! = d:}a'b'|. || est clair que m' est un multiple commun de a et de b. 
Montrons que c'est le ppem de a et b en montrant qu'il divise tout multiple 
commun de a et b. 

Soit m” un multiple commun de a et de b. C'est un multiple de a, donc il existe 
un entier p tel que m” = ap = da'p. C'est un multiple de b donc il existe un entier 
q tel que m” = bq = db'q. Par conséquent da! p = db'q et donc ap = b'q. En 
appliquant le théorème de Gauss, sachant que a/ divise b'q et est premier avec b’, 
on peut déduire que a! divise g et qu'il existe un entier r tel que q = ra’. 

On a obtenu m” = db'ra' = (da’b')r et donc m” est un multiple de m” ce qui 
démontre que m” est le ppem de a et de b. En particulier on a 


(a Ab) x (aVb) = d?|a'b!} = (d|a!|): (d|b!|) = [ab]. 

















Remarque 


Soient a et b deux entiers relatifs, alors 





aVb= \ab| — aN\b=i. 
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Décomposition en facteurs premiers 


@ Décomposition en facteurs premiers 








LE AR ï Module: Renforcement des Acquis 1 


Décomposition en facteurs premiers 


Proposition 


Soit p un nombre premier. Si p divise le produit nin>...nx de k entiers, alors il 
existe au mions io € {1,2,...,k} tel que p divise n;. 
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Décomposition en facteurs premiers 


Proposition 


Soit p un nombre premier. Si p divise le produit nin>...nx de k entiers, alors il 
existe au mions io € {1,2,...,k} tel que p divise n;. 





Preuve. 
Supposons que p ne divise aucun des n; pour tout i € {1,2,...,k}, alors pAn;=1 
pour tout iE {1,2,...,k}, or on sait que si aAb=1 eta/Ac=1, alors aAbc=l1, 
donc pAnim...nx = 1, ce qui est absurde, ainsi il existe au mions io € {1,2,...,k} 
tel que p divise n;,. 
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Décomposition en facteurs premiers 


Théorème (Théorème fondamental de l'arithmétique) 






Tout entier n > 1 s'écrit de façon unique sous la forme n = p{" ps? … 2. , où les p; 


sont des entiers premiers vérifiant p1 < p2 < ... < p4 et les à; sont des entiers 
strictement positifs. 


M. Talbi et M. Talbi 





Module: Renforcement des Acquis 1 


Preuve. 


- Existence : Soit p1 le plus petit diviseur premier de n. L'ensemble des entiers 
a > 0 tel que p° divise n est fini, soit donc 1 le plus grand des @, alors o1 est 
l'unique entier > 1 tel que p#! |n et pt" {n. 
On a doncn pk avec k, € N*, ainsi si k1 = 1, alors c'est terminé, sinon on 
reprend le même procédé avec ki. On recomence donc l'opération jusqu'à obtenir 
un quotient k; — 1, ce qui arrive au bout d'un nombre fini d'opération car 
n>k >...2>1. 
- Unicité : Supposons que 

DU 0 ir à 0 
où les pi, qg;, Gi, B; vérifient les conditions du théorème et montrons que k=r, 
pi = qi et & =; Vie {1,2,...,k}. Supposons que r > k, alors il existe 
jE{1,...,r} tel que qj À pi Vie {1,...,k}, ainsi g; An = 1, ce qui est absurde, 
ainsi k = r et (p1,p2,...,px) = (qg1,q2,...,qx). Enfin, supposons qu'il existe i tel 
que @; £ B; et posons s — inf(@;,B;), alors par division des deux membres de la 
relation (+) par p, on trouve que p; divise un produit de nombres premiers tous 
différents de lui même, ce qui est impossible, d'où le résultat. 
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Décomposition en facteurs premiers 


Remarque 





e Tout entier relatif non nul n s'écrit sous la forme n = 229 2 . De où les 
pi sont des entiers premiers vérifiant p1 < p2 < ... < p+4 et les &; sont des 
entiers naturels. 

e Pour deux entiers relatifs non nuls a et b, on peut toujours prendre les mêmes 
nombres premiers dans les décompositions de a et de b en facteurs premiers 
en posant des puissances nuls pour les premiers qui ne figurent pas dans l’une 

des deux décompositions. 
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Décomposition en facteurs premiers 


Corollaire 


Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et a = up} ps? .…..p®, 


b— vph pl. ; ph avecu = +1, v=+1, o;,B; € N et les p; des nombres premiers 


vérifiant p1 < p2 < ... < Pn, alors : 














n : 
pecd(a,b) = Ne et ppem(a,b) =[Ir" (Bo) 


L 
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Décomposition en facteurs premiers 


Corollaire 

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et a = up; ps? .…..p®, 

b— vph pl. ; ph avec u = +1, v=+1, o;,B; € N et les p; des nombres premiers 
vérifiant p] < p2 <... < Pn, alors : 














in 0s 
pgcd(a,b) = Na et ppem(a,b) =[Ir" (ou-Bi) 


L 





Preuve. 


La preuve de ce théorème se découle facilement du théorème fondamental de 
l’arithmétique. 
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composition en facteurs premiers 


Exemple 


e Pour 68 — 











LEE AU 





Décomposition en facteurs premiers 


Exemple 


e Pour 68 = 22 x 30 x 70 x 17! et 84 — 
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Décomposition en facteurs premiers 


Exemple 


e Pour 68 = 22 x 30 x 70 x 17! et 84 —22 x 3! x 7! x 170, on a : 


68 À 84 — 
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Décomposition en facteurs premiers 


Exemple 


e Pour 68 = 22 x 30 x 70 x 17! et 84 —22 x 3! x 7! x 170, on a : 


68 A 84 = 22 x 30 x 70 x 170 — 4 et 68 V 84 — 
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Décomposition en facteurs premiers 


Exemple 


e Pour 68 = 22 x 30 x 70 x 17! et 84 —22 x 3! x7! x 170, on a : 


68 A 84 = 22 x 30 x 70 x 170 — 4 et 68 V 84 = 22 x 3! x 7! x 17! — 1428. 
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Décomposition en facteurs premiers 


Exemple 
e Pour 68 = 22 x 30 x 70 x 17! et 84 — 22 x 3! x 7! x 170, on a : 
68 A 84 = 22 x 30 x 70 x 170 — 4 et 68 V 84 — 22 x 3! x 7! x 17! = 1428. 


e On peut utiliser le logiciel PARI pour factoriser un entier a en utilisant la 


1 


commande ‘factor(a)”. 
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Décomposition en facteurs premiers 


Théorème (Nombre de diviseurs) 







Soient a un entier naturel strictement supérieur à 1 et a = pps? … pi sa 
décomposition en produit de facteurs premiers, alors le nombre de diviseurs 
positifs de a est N—=(1+@)(1+0@2)...(1 +0). 
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sn 
Théorème (Nombre de diviseurs) 


Soient a un entier naturel strictement supérieur à 1 et a = p\'p5° … pe sa 
décomposition en produit de facteurs premiers, alors le nombre de diviseurs 
positifs de a est N—=(1+@)(1+0@2)...(1 +0). 





Preuve. 


Soit d un diviseur positif de a, alors d = ph! ph? æ .plt avec 
O<B; <a; (Vie {1,...,k}), donc il y a (1+o;) valeurs possibles de f; et d'après 
le principe fondamentale du dénombrement il y aura N diviseurs de a 
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Théorème (Nombre de diviseurs) 


Soient a un entier naturel strictement supérieur à 1 et a = p\'p5° … PE sa 
décomposition en produit de facteurs premiers, alors le nombre de diviseurs 
positifs de a est N—=(1+@)(1+0@2)...(1 +0). 





Preuve. 


Soit d un diviseur positif de a, alors d = ph! ph? æ .plt avec 
O<B;<a(ViE{1,...,k}), donc il y a (1+o) valeurs possibles de f; et d’après 
le principe fondamentale du dénombrement il y aura N diviseurs de a 

















Exemple 


Le nombre de diviseurs positifs de 504 — 
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Décomposition en facteurs premiers 


Théorème (Nombre de diviseurs) 







œ œ 
Soient a un entier naturel strictement supérieur à 1 et a = p{'p5°...p}" sa 


décomposition en produit de facteurs premiers, alors le nombre de diviseurs 
positifs de a est N—=(1+@)(1+0@2)...(1 +0). 





Preuve. 


Soit d un diviseur positif de a, alors d = ph ph? æ plt avec 


O<B;<a(Vie{1,...,k}), donc il y a (1+o) ele possibles de $; et d'après 











le principe fondamentale du dénombrement il y aura N diviseurs de a 











Exemple 


Le nombre de diviseurs positifs de 504 = 23 x 32 x 7 est 
(1+3) x (1+2) x (1+1) =24. 


Pour trouver le nombre de diviseurs de 504 dans Z, on multiplie le Le nombre de 
diviseurs positifs par 2, aini le nombre de diviseurs de 504 dans Z est 2 x 24 — 48. 
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@ Congruences dans Z 


ation d 





jUi\ an 











LETTRE AU 


Définition 
Soient E un ensemble non vide et R une relation sur E. On dit que R est une 
relation d'équivalence sur E si elle est : 

e réflexive : VxEE,xRx; 

e symétrique :VxEE,VyEE,xRy — yRx; 

e transitive :VxEE,VyEE,VzEE, (xRy et yRz) — xRz; 


Dans le cas d’une relation d'équivalence, deux éléments en relation sont aussi dits 
équivalents. 
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Congruences dans Z L ic 


Définition (Classe d'équivalence) 






Soit E un ensemble muni d'une relation d'équivalence R. On appelle classe 
d'équivalence d'un élément x € E l'ensemble : cl(x) = {y € E |xRy}. 
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Définition (Classe d'équivalence) 






Soit E un ensemble muni d'une relation d'équivalence R. On appelle classe 
d'équivalence d'un élément x € E l'ensemble : cl(x) = {y € E |xRy}. 


Remarque 
Toute classe d'équivalence contient au moins un élément. | 
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Congruences dans Z 





Théorème 


Soit E un ensemble muni d'une relation d'équivalence R et soient cl(x) et cl(y) les 


classes de deux éléments x et y de E, alors ces classes sont disjointes ou sont 
confondues. 
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Théorème 







Soit E un ensemble muni d'une relation d'équivalence R et soient cl(x) et cl(y) les 
classes de deux éléments x et y de E, alors ces classes sont disjointes ou sont 
confondues. 


Preuve. 


Si x et y sont équivalents, alors xRy. Soit z E Cur(x), donc xRz, ainsi yRz, d'où 
ze cl(y), ce qui donne que cl(x) € cl(y) et puis que dans ce cas x et y jouent des 
rôles symétriques on trouve que cl(x) = cl(y). 

Si x et y ne sont pas équivalents. Soit z € cl(x), donc xRz, ainsi si z € cl(y), alors 
YRz d'où xR y ce qui n’est pas le cas, d'où z & cl(y) et puis que dans ce cas x et y 
jouent des rôles symétriques on trouve que cl(x) Ncl(y) = 0. 
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Définition (Représentant d'une classe) 








cl(x) est la classe d'équivalence de tout élément a de cl(x). 

En effet, si a et b appartiennent à la classe de x, alors leurs classes sont 
confondues avec celle de x. Ceci justifie d'appeler tout élément d'une classe un 
représentant de cette classe. 
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Définition (Représentant d'une classe) 








cl(x) est la classe d'équivalence de tout élément a de cl(x). 

En effet, si a et b appartiennent à la classe de x, alors leurs classes sont 
confondues avec celle de x. Ceci justifie d'appeler tout élément d'une classe un 
représentant de cette classe. 


Remarque 








Soient E un ensemble et R une relation d'équivalence sur E, alors : 
e Chaque élément de E appartient à une classe au moins; 
e Chaque élément de E appartient à une seule classe. 


Ainsi l'ensemble de toutes les classes disjointes forment une partition de 
l'ensemble E. 
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Exemple 


e Sur tout ensemble E, l'égalité de deux éléments est une relation d'équivalence 
sur E. 
Pour toutxEe E, on a cl(x) = {x}. 


e Sur l'ensemble des droites (du plan ou de l'espace), la relation ‘droites 
parallèles ou confondues” est une relation d'équivalence. 
Pour toute droite d, on a cl(d) est par définition la direction de d. 


e Pour les angles du plan, la relation de congruence modulo 27 est une relation 
d'équivalence. 
La classe d'équivalence d'un angle par la relation de congruence modulo 27% 
est l'angle lui-même modulo 27. 

e Dans N XN /a relation R définie par (a,b)R(a',b') = a+b' = a! +b est 
une relation d'équivalence. 
La classe de (a,b) est par définition le nombre relatif a — b. 

e Dans Z x Z* la relation R définie par (a,b)R(a',b') — ab! = a'b est une 

relation d'équivalence. 

La classe de (a,b) est par définition le nombre rationnel #. 
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Définition (Ensemble quotient) 


L'ensemble des classes d'équivalence se nomme ensemble quotient de E par R et 
se note E/R. 

L'application E — E/R qui à tout élément x de E associe sa classe d'équivalence 
se nomme application (ou projection) canonique. 
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CRE 


Définition 
Soit n un entier strictement positif. On dit que deux entiers relatifs a et b sont 


congrus modulo n et on note a=b (mod n) ou a = bn] si (b—a) est un multiple 
de n (ou n divise (b—a)). On écrit 


(mod n) = b-aenZ—n|b—a. 
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SERRE 


Définition 
Soit n un entier strictement positif. On dit que deux entiers relatifs a et b sont 


congrus modulo n et on note a=b (mod n) ou a = bn] si (b—a) est un multiple 
de n (ou n divise (b—a)). On écrit 


a=b (modn) —b-aenZn|b—a. 





Exemple 


e 31=3 (mod 14) car 14131—3—28. 
e 53=—3 (mod 7) car 7| 53—(—3) —56. 
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CRE 


Proposition 
Soient n E N*, a, b, cE Z, alors : 
Q a=a (mod n). 
Q a=b (mod n) &b=a (mod n). 
Q Sia=b (mod n) etb=c (mod n), alors a=c (mod n). 









Ainsi la relation de congruence modulo n est une relation d'équivalence sur Z. 
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Proposition 









Soient n E N*, a, b, cE Z, alors : 
Q a=a (mod n). 
Q a=b (mod n) &b=a (mod n). 
Q Sia=b (mod n) etb=c (mod n), alors a=c (mod n). 


Ainsi la relation de congruence modulo n est une relation d'équivalence sur Z. 


Preuve. 


@ Ona|(a—a)=0, donc a=a (mod n). 

Q Ona:a=b (modn)&n|(b-a)&n|(a-b)&b=a (mod n). 

Q Sia=b (mod n) et b=c (mod n), alors n|(b—a) et n|(c—b), donc 
n|(c—b)+(b—a)=(c—a), ainsi a=c (mod n). 
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CRE 


Propriétés 

Soient n E N°, a, b, c, dE Z, alors : 
@ a=b (mod n) & a et b ont le même reste dans la division euclidienne par n. 
Q Sia=c (mod n) etb=d (mod n), alorsa+b=c+d (mod n). 

Q Sia=c (mod n) etb=d (mod n), alors ab = cd (mod n). 

Q Sia=b (mod n), alors a* = b* (mod n) (VkE N). 
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Congruenc: 





Preuve 





LETTRE AU 


| 


Preuve 


1) Sir est le reste de la division eulidienne de a par n, alors 2 !q € Z tel que 
a=qn+ret 0 <r<n, ainsi r est le seul entier qui vérifie r = a (mod n) et 
0O<r<n. 

De même, si r” est le reste de la division eulidienne de b par n, alors r’ est le seul 
entier qui vérifie r =b (mod n) et 0<r'<n. 

Par suite 





a=b (modn)&r=r (modn)&n|(r-r)&r =r(car0<r; r <n). 
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| 


Preuve 


1) Sir est le reste de la division eulidienne de a par n, alors 2 !q € Z tel que 
a=qn+ret 0 <r<n, ainsi r est le seul entier qui vérifie r = a (mod n) et 
0O<r<n. 

De même, si r” est le reste de la division eulidienne de b par n, alors r’ est le seul 
entier qui vérifie r =b (mod n) et 0<r'<n. 

Par suite 





a=b (modn)&r=r (modn)&n|(r-r)&r =r(car0<r; r <n). 


2) Sia=c (mod n) et b=d (mod n), alors n|(c—a) et n | (d —b), donc 
n|(c+d)—(a+b)+, ainsi a+b=c+d (mod n). 
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Preuve 


1) Si r est le reste de la division eulidienne de a par n, alors 2 !g € Z tel que 
a=qn+ret 0 <r<n, ainsi r est le seul entier qui vérifie r = a (mod n) et 
0O<r<n. 

De même, si r” est le reste de la division eulidienne de b par n, alors r’ est le seul 
entier qui vérifie r =b (mod n) et 0<r'<n. 

Par suite 





a=b (modn)&r=r (modn)&n|(r-r)&r =r(car0<r; r <n). 


2) Sia=c (mod n) et b=d (mod n), alors n|(c—a) et n|(d—b), donc 
n|(c+d)—(a+b)+, ainsi a+b=c+d (mod n). 
3) Sia=c (mod n) et b=d (mod n). Montrons que ab = cd (mod n). 


On a 
a=c mod n = n|(a—c) eu" n|b(a—c) = n|ab- cd, 
b=d mod n n|(b—d) n|c(b—d) 


donc ab =cd (mod n). 
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Preuve 


1) Si r est le reste de la division eulidienne de a par n, alors 2 !g € Z tel que 
a=qn+ret 0 <r<n, ainsi r est le seul entier qui vérifie r = a (mod n) et 
0O<r<n. 

De même, si r” est le reste de la division eulidienne de b par n, alors r’ est le seul 
entier qui vérifie r =b (mod n) et 0<r'<n. 

Par suite 





a=b (modn)&r=r (modn)&n|(r-r)&r =r(car0<r; r <n). 


2) Sia=c (mod n) et b=d (mod n), alors n|(c—a) et n|(d—b), donc 
n|(c+d)—(a+b)+, ainsi a+b=c+d (mod n). 
3) Sia=c (mod n) et b=d (mod n). Montrons que ab = cd (mod n). 


On à 
a=c mod n ” n|(a—c) ” n|b(a—c) à 
b=d mod n n|(b—d) n|c(b—d) 
donc ab =cd (mod n). 
4) En appliquant (3), on trouve que : 
a=b (mod n) = a&* =b* (mod n) (VkEe N). 
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Congruences dans Z e 


Théorème 
Soient n € N*°, a, b, cE Z* et soit d = pecd(c,n), alors : 







ac=bc (mod n)=a=b (mod ©) 
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Théorème 
Soient n E N*, a, b, ce Z* et soit d = pgcd(c,n), alors : 






ac=bc (modn)=a=b (mod s 






Preuve. 

ac= bc (mod n) = a =b (mod %) où d = pecd(c,n). 

On a ac=bcmodn=n|(a—b)c = % |(a—b)$, et comme pgcd(#,$) — 1, alors 
d'après Gauss, on trouve que % | (a—b), ainsi a =b (mod ï). 

Inversement, on a : 








a=b mod = = + | (a b)=n|(a—b)d = n|(a—b)e = ac = bc mod n. 
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Congruences dans Z L/n£ 


Remarque 

Soient m, nEN*, a, b,cE Z, alors : 
Q@ Siac=bc (mod n) et pegcd(c,n) = 1, alors a =b (mod n). 
Q Sia=b (mod n) et m|n, alors a =b (mod m). 
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| 


Remarque 
Soient m, nEN*,a, b,cE Z, alors : 
Q Siac=bc (mod n) et pgcd(c,n) = 1, alors a = b (mod n). 


@ Sia=b (mod n) etm|n, alors a =b (mod m). 





Définition 
Pour n E N* on définit Z/nZ, comme étant l'ensemble quotient de Z par la relation 


de congruence modulo n. Soit a € Z, alors la classe d'équivalence de a pour cette 
relation est noté par à et appelé la classe de a modulo n et on a : 


a={beZ|b=a (modn)}={a+nk|kezZ}. 


ZnZ={alaeZ}. 
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Congruences dans Z Z 


Corollaire 


Soit n un entier strictement positif. L'ensemble Z/nZ, est fini de cardinal n et on 
à: 


Z/nZ = {0, 1, 2,...n—1}. 
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dt 


Corollaire 
Soit n un entier strictement positif. L'ensemble Z/nZ est fini de cardinal n et on 


a : 


LnB= 0 12 7121}. 





Preuve. 

Soit a € Z/nZ et soit r le reste de la division euclidienne de a par n, alors 
O<r<n,ainsia=re{0, 1, 2,...n—1}, ce qui donne que 

Z/nZ € {0, 1, 2,...n—1}. L'autre inclusion est trivial, ainsi 


Z/nZ = {0, 1, 2,...n—1}. Comme les classe 0, 1, 2,... et n — 1 sont deux à deux 
disjointes, alors l'ensemble Z/nZ est fini de cardinal n. 
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Congruences dans Z mble Z/nZ 


Proposition 







La relation de congruence modulo n est compatible avec l'addition et la 
multiplication dans Z, c'est-à-dire si a = a! et b = b!, alors a+b = a! +b! et 
Gb 
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| 


Proposition 









La relation de congruence modulo n est compatible avec l'addition et la 
multiplication dans Z, c'est-à-dire si a = a! et b = b!, alors a+b = a! +b! et 
abat. 





Preuve. 


On a ä— a! et b—b/, donc a = a! (mod n) et b=b! (mod n), ainsi 
(a+b)= (a! +b') (mod n) et ab = a'b! (mod n), ce qui donne a+b = a +b! et 


ab = a'b!. 
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Fm 


Proposition 









La relation de congruence modulo n est compatible avec l'addition et la 
multiplication dans Z, c'est-à-dire si a = a! et b = b!, alors a+b = a +b! et 
AD = ain. 





Preuve. 


On a aa! et b—b/, donc a = a (mod n) et b= b! (mod n), ainsi 
(a+b) = (a! +b') (mod n) et ab = a'b! (mod n), ce qui donne a+b = a +b! et 


ab = a'b!. 




















Remarque 


UÆZ 


définies par : 


L'ensemble Z/nZ est muni de deux lois internes notées “+” et 





V(a,b)e Z?,a+b=a+b etab=a.b. 
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| 


Exemple 


e Z/1Z=Z/Z = {0} avec0O = {k|kEZ} =Z. 
e Z/2Z = {0;1} avecO—={2K|kEZ}=2Z et1—={2k+1|kKEZ}=2Z+1. 


e Z/3Z —{0;1;2} avec0O—={3k|kEZ} =3Z et1—{3k+1|kKEZ} =3Z+1 
123427) 32400, 


e Dans Z/nZ, on añn—0,n+1—1 et en généraln+k=Kk(VrkeZ). 








M. Talbi et M. Talbi Module: Renforcement des Acquis 1 


2021-2022 63/86 


SRE 


Proposition 







Soient n € N* et m € Z, alors : 





pgcd(m,n) =1<—=KEZ tel quem-k=T ( les classes sont modulo n). 


On dit que m est inversible pour la multiplication dans Z/nZ, et k son inverse dans 


Z/nZ, qu'on note par m |. 
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Proposition 
Soient n € N* et m € Z, alors : 





pgcd(m,n) =1<—=KEZ tel quem-k=—T ( les classes sont modulo n). 


On dit que m est inversible pour la multiplication dans Z/nZ, et k son inverse dans 


Z/nZ, qu'on note par m |. 





Preuve. 


Si pgcd(m,n) — 1, alors d'après le théorème de Bézout il existe (u,v) dans Z? tel 
que mu+nv = 1, d'où m-u+n-v—1, mais n—0, doncm.u—|1I. 

Réciproquement, si il existe k € Z tel que m-k— 1, alors mk = 1 +1n avect E Z, 
d'où mk— nt = 1 avec (k,t) € 7?, ainsi d'après le théorème de Bézout on déduit 
que pecd(m,n) = 1. 
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Congruences dans Z 





Problème 
"Soient des objets en nombre inconnu. Si on les range par 3 il en reste 2. Si on les 


range par 5, il en reste 3 et si on les range par 7, il en reste 2. Combien a-t-on 
d'objets ?" 
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Problème 


"Soient des objets en nombre inconnu. Si on les range par 3 il en reste 2. Si on les 
range par 5, il en reste 3 et si on les range par 7, il en reste 2. Combien a-t-on 
d'objets ?" 





On attribue ce problème au philosophe chinois Sun-Zi (III* siècle) et voici la 
solution qu'il propose : 

“Multiplie le reste de la division par 3, c'est-à -dire 2, par 70, ajoute-lui le produit 
du reste de la division par 5, c'est-à -dire 3, avec 21 puis ajoute le produit du reste 
de la division par 7, c'est-à -dire 2 par 15. Tant que le nombre est plus grand que 
105, retire 105.” 





M. Talbi et M. Talbi Module: Renforcement des Acquis 1 2021-2022 65 / 86 


Problème 
"Soient des objets en nombre inconnu. Si on les range par 3 il en reste 2. Si on les 


range par 5, il en reste 3 et si on les range par 7, il en reste 2. Combien a-t-on 
d'objets ?" 





On attribue ce problème au philosophe chinois Sun-Zi (III siècle) et voici la 
solution qu'il propose : 

“Multiplie le reste de la division par 3, c'est-à -dire 2, par 70, ajoute-lui le produit 
du reste de la division par 5, c'est-à -dire 3, avec 21 puis ajoute le produit du reste 
de la division par 7, c'est-à -dire 2 par 15. Tant que le nombre est plus grand que 
105, retire 105.” 

Donc, d'après Sun-Zi, on a 2 x 70+3 x 21 +2 x 15 — 233, tant que 233 > 105 on 
retire 105, c'est-à-dire 128, tant que 128 > 105 on retire 105, c'est-à-dire 23, 
alors la solution du problème sera 233 — 105 — 105 = 23. 

Ceci est vrai car 23 =2 (mod 3), 23 =3 (mod 5) et 23 =2 (mod 7) (mais il faut 
signaler que ce problème à une infinité de solution !). 
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Théorème (Théorème des restes chinois) 













Soient n1, …, n, des entiers supérieurs à 2 deux à deux premiers entre eux, et 
a,...,ah des entiers. Le système d'équations : 
X = aj (mod) 


(S): 


x —= a» (modn;,) 


admet une unique solution modulo N = n; x --: x n, donnée par la formule : 
P 
= D ueNrar =uiNa;+:.+u,N,ay 


où N=% etuN;=1 (mod n;), Vie {1,-..,p}. 
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Preuve. 

- Existence : 

Les entiers n; étant deux à deux premiers entre eux, il en résulte que pour tout 
entier k€ {1,-.-,p}, N4 et ny sont premiers entre eux et donc Wy est inversible 
modulo ny. 


Pp 
Pour tout kE {1,---,p}, soit uz tel que uNy = 1 (mod ny) et soit x = Y uyNyar. 
=] 


= 
Soit ie {1,---,p} et soit KE {1,--- ,p}\4{i}, alors N; —=0 (mod »g), 

ainsi x = u;Nj;a; (mod ni) or u;N; = 1 (mod n;) par définition de u;, 

donc x = a; (mod n;) pour tout i, ce qui donne que x est une solution du système 
(S). 

- Unicité modulo N : 

Soit y une autre solution de (S), alors V&kE {1,---,p}, x—y=0 (mod), 
c'est-à-dire V&kE {1,---,p}, ng divise (x— y). 

Les entiers n; étant deux à deux premiers entre eux, il en résulte que N divise 
(x—7y), c'est-à-dire x=y (mod N). 
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Exemple 


Revenons au problème de Sun-Zi et soit x le nombre de ces objets, alors : 
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Exemple 


Revenons au problème de Sun-Zi et soit x le nombre de ces objets, alors : 
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Exemple 


Revenons au problème de Sun-Zi et soit x le nombre de ces objets, alors : 


Donc d'après le théorème des restes chinois ce système admet une unique solution 
modulo 3 x 5 x 7 = 105 donnée par la formule : 





X= (2uiNi +3u2No +2u3N3) (mod 105) 
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Exemple 


Revenons au problème de Sun-Zi et soit x le nombre de ces objets, alors : 


2 (mod 3), 
3 (mod), 
2 (mod 7). 


X 
X 
X 


Donc d'après le théorème des restes chinois ce système admet une unique solution 
modulo 3 x 5 x 7 = 105 donnée par la formule : 


X= (2uiNi +3u2No +2u3N3) (mod 105) 





N=Ë 235, M= 182021, N3 = 15215, 

35u =1 (md3) = 35-12 2m =1 2 m7 =7( 

21u =1 (mod 5) = 21m =1 = 1m =1<— w = 1( modulo 5), 
15u3=1 (mod 7) = 5-1 15-17-11 
Ainsix=(2x2x35+3x1x21+2%x 1x 15) =233 (mod 10 
Donc le nombre de ces objets peut être 23, 128, 233, 338,... 





























un 


)=23 (mod 105). 
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Les équations diophan 








de congruences 
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Les équations diophantiennes 


Proposition 


On considère l'équation diophantienne (E) : ax+by = c avec (a,b) £ (0,0) et 

d = pgcd(a,b), alors : 
@ L'ensemble des solutions S de (E) est non vide si et seulement si d divise c. 
@ Si d divise c, alors l'ensemble des solutions de (E) est 


S={(x0+kb', yo—ka’)|kEZ}, 


avec (x0,Yo) est une solution particulière de l'équation (E) et a’ et b' sont tel 
que a = d'd et b=b'd. 
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Preuve 
@ Supposons que S  O et soit (x1,71) € S, alors ax1 +by1 — c, donc 
a'dxi +b'dy; = c, d'où d(a’x+b'y) =c c'est-à-dire d | c. 
Inversement, supposons que d — pgcd(a,b) divise c, alors 2c/ € Z tel que 
c = dc’. Puisque pgcd(a’,b') = 1, alors, d'après le lemme de Bézout, 
A(u,v) € Z? tel que alu +b!v — 1, donc dc'(a'u+b'v) = dc! = c, ainsi 
a(c'u)+b(c'v) = c, ce qui veut dire que S # O. 
@ Supposons que d divise c, alors a = da, b = db, pgcd(a',b') = 1 et c = dc’. 
Comme S  @, alors il existe (xo, yo) € S, donc 








a'dxo+b'dyo =c (1). 


Soit (x,y) ES, donc 





d'dx+b'dy=c (2). 


De (1) et (2) on tire 

d'(x—x0) = b'(yo—y) (3). 
Comme pgcd(a’,b') = 1, alors, d'après le lemme de Gauss, on trouve que b’ 
divise (x—xo), donc il existe k € Z tel que x —x0 — kb’ c'est-à-dire il existe 
kE Z tel que x = x0+ kb! et on remplace x dans (3), on trouve y = yo —ka/. 


Comme les couples (xo +kb’, yo — ka’) sont des solutions de l'équation (E), 
on déduit que S = {(xo+kb', yo—ka')|kEZ}. 





Les équations diophantiennes 


Exemple 


© On résoudre l'équation diophantienne (E1) : 5x— 10y 3 dans 7. 
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Les équations diophantiennes 


Exemple 


Q On résoudre l'équation diophantienne (E1) : 5x — 10y = 3 dans Z?. 
2 a pgcd(5,—10)=5 et 5{3, alors l'équation (E) n'a aucune solution dans 
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Les équations diophantiennes 


Exemple 


Q On résoudre l'équation diophantienne (E1) : 5x— 10y — 3 dans 7. 
On a pgcd(5,—10) = 5 et 5{3, alors l'équation (E) n'a aucune solution dans 
7e 


@ On résoudre l'équation diophantienne (E>) : 6x +8y = 14 dans 7. 
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Les équations diophantiennes 


Exemple 


Q On résoudre l'équation diophantienne (E1) : 5x— 10y — 3 dans 7°. 
On a pgcd(5,—10) = 5 et 5{3, alors l'équation (E) n'a aucune solution dans 
72. 


@ On résoudre l'équation diophantienne (E2) : 6x +8y = 14 dans Z?. 
On a pgcd(6,8) = 2 | 14, alors l'équation (E) est équivalente à 3x+4y =7 et 
elle admet une infinité de solution dans Z?. 
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Les équations diophantiennes 


Exemple 


Q On résoudre l'équation diophantienne (E1) : 5x— 10y — 3 dans 7. 
On a pgcd(5,—10) = 5 et 5{3, alors l'équation (E) n'a aucune solution dans 
7. 


@ On résoudre l'équation diophantienne (E>) : 6x +8y = 14 dans 7. 

On a pgcd(6,8) = 2 | 14, alors l'équation (E) est équivalente à 3x+4y =7 et 
elle admet une infinité de solution dans Z?. 

On a pgcd(3,4) — 1, donc par le lemme de Bézout =!(u,v) € Z? tel que 
3u+4v = 1, à savoir (u,v) = (3,—2), ainsi (21,-14) est une solution 
pariculière de (E), donc l'ensemble des solutions de (E) est 

S={(21+4k, —14—3k) | k€ Z}. 
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Théorème de Ferma 





@ Théorème de Fermat-Euler 


idicateur d Eule 





)plic 
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LUC UE TT indicateur d'Euler 


Définition 
L'indicatrice d'Euler est la fonction ®, de l'ensemble N* dans lui-même, définie 
par : 








® : N° —> N* 
n > card({meN* | m<n et pecd(m,n) =1}). 


Pour n E N*, G(n) s'appelle indicateur d'Euler de n. 
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Théorème de Fermat-Euler 





Exemples 
Q OnafmEeN*|m<6 et pgcd(m,6) = 1} ={1; 5}, donc 


(6) = card({1; 5}) = 2. 
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LLC OT OC AT indicateur d'Euler 


Exemples 
Q Ona{mEeN*|m<6 et pgcd(m,6) = 1}={1; 5}, donc 


(6) = card({1; 5}) = 2. 


Q OnafmeN*|m<5 et pgcd(m,5) =1}={1;2;3;4}, donc 


(5) = card({1;2;3;4}) = 4. 
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LUC OT OC A TT indicateur d'Euler 


Exemples 










® OnafmeN*|m<6 et pgcd(m,6) = 1} ={1; 5}, donc 


(6) = card({1; 5}) = 2. 


Q OnafmeN*|m<S5 et pgcd(m,5) = 1} ={1;2;3;4}, donc 


(5) = card({1;2;3;4}) — 4. 


Q OnafmeN*|m< 1 et pgcd(m, 1) =1}={1}, donc @(1) = card({1}) = 1. 
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Théorème de Fermat-Euler [ e Eule 


Proposition 


Soit n E N°, alors q(n) est égal au nombre d'éléments inversibles de Z/nZ 
c'est-à-dire de (Z/nZ)* = {k|1<Kk<n et pgcd(k,n) — 1}, donc 


tr) =1(Z/n2) |. 








M. Talbi et M. Talbi Module: Renforcement des Acquis 1 


UC OT UE A TT indicateur d'Euler 


Exemples 
Déterminons (5) et @(6) : 


Z/5Z = {0,1,2,3,4} et Z/6Z = {0,1,2,3,4,5}. 

















































































































ie 
Les “Hole le as 
un AP EAIES 0[010 0/10 010 
6010 0/010 
Mona 
noue lex 
31012410 2/3 
lo el all 
3 lois lool 
alone 
AAASPE 310142101412 
os ei 
Donc 





{1,2,3,4}, p(5)=4 et (Z/6Z)* 
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UC OT OC A TT indicateur d'Euler 


Remarque 


Soit n E N°, alors p(n) est égal au nombre de générateurs d'un groupe 


cyclique d'ordre n, en particulier Q(n) est égal au nombre de générateurs de 
(Z/nZ, +). 


Soient m,n € N° tel que pgcd(m,n) = 1 et a,bEe Z, alors : 


a=b (modm)&a=b (mod m)eta=b (mod n). 
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Théorème de Fermat-Euler 


Proposition 


La fonction @ est multiplicative c'est-à-dire V(m,n) € N°? tel que pgcd(m,n) = 1, 
on a 


(nn) = (m) x p(n). 
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Indicateur d'Euler 
Preuve 
Soit 


0: Z/mnZ — Z/mZxZ/nz. 
ar") = (al) ; al) 


On a ® est injectif. En effet, on a 


ro] (ai) = (o"") > (ali, al) E @!", 5") ” de = pl 





Comme Z/mnZ et Z/mZ x Z/nZ, ont même cardinal, on déduit que ® est une 
bijection de Z/mnZ sur Z/mZ x Z/nZ. 
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LUC OT OC TT indicateur d'Euler 


On va montrer que @ induit une bijection entre (Z/mnZ)” et 
(Z/mZ)* x (Z/nZ)’. 
Soit ÿl"l € (Z/mnZ)*, on a : 


y" € (Z/mnZ)* = pacd(y,mn) = 1 = pgcd(y,m) = 1 et pacd(y,n) = 1 
= pl e (Z/mZ)* et ÿl € (Z/nZ)*. 


Soit (ari,5!) € (Z/mZ)* x (Z/nZ)”, alors pgcd(a,m) = 1 et pgcd(b,n) = 1. 
Comme 6 est surjectif, il existe y!" € Z/mnZ tel que ®(ÿ) — (ar 5"), ce qui 
donne ÿl"] = al" et ÿl] = pl, ainsi pgcd(y,m) = 1 et pgcd(y,n) — 1, et comme 
pgcd(m,n) = 1, alors pgcd(y,mn) = 1, ce qui donne ÿ!"] € (Z/mnZ)”*. Ainsi 6 
induit une bijection entre (Z/mnZ)* et (Z/mZ)” x (Z/nZ)*, ce qui donne 


(mn) = p(m) x p(n). 
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UC OT UE A TT indicateur d'Euler 


Propriétés 


@(p) = p—1 pour tout nombre premier p. 
(p®*) = p%l(p—1) pour tout nombre premier p et pour tout à € N*. 
Si p et q sont deux nombres premiers différents, alors @(pq) = (p—1)(q—1). 


e00ce 


Sin = pf'...p% avec les p; sont des nombres premiers différents et les a; 
dans N°, alors 


p(n) = pop Qi) (pt) =n] Get 
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Preuve 


1) On a card({k EN* | k< p et pgcd(k,p) = 1}) =card({1,2,...,p—1})=p-—l1, 
d'où @(p) = p—1. 


Preuve 


1) On a card({k EN* | k< p et pgcd(k,p) = 1}) =card({1,2,...,p—1})=p-—1, 
d'où @(p) = p—1. 

2) Soient p € P et &œ € N*. 

Calculer p(p®) revient à compter le nombre d'entiers compris entre 1 et p® 
(inclus) qui sont premiers avec p%. Comme p est premier, cela revient à 
dénombrer le nombre d'entiers de 1 à p®* qui ne sont pas divisibles par p, 
c'est-à-dire tous les entiers sauf les multiples de p. Or ces multiples de p sont les 
kp avec k€ {1,2,...,p%lY qui sont en nombre de p%-! multiples de p, ainsi : 


pp) = pt pl = pl (p—1). 


Preuve 


1) On a card({k EN* | k< p et pgcd(k,p) = 1}) =card({1,2,...,p—1})=p-—1, 
d'où @(p) = p—1. 

2) Soient p € P et &œ € N*. 

Calculer p(p®) revient à compter le nombre d'entiers compris entre 1 et p® 
(inclus) qui sont premiers avec p%. Comme p est premier, cela revient à 
dénombrer le nombre d'entiers de 1 à p®* qui ne sont pas divisibles par p, 
c'est-à-dire tous les entiers sauf les multiples de p. Or ces multiples de p sont les 
kp avec k€ {1,2,...,p%lY qui sont en nombre de p%-! multiples de p, ainsi : 


pp®) = pa pe = pe (p—1). 
3) On a pgcd(p,q) = 1 et p et q deux nombres premiers, donc 


@(pq) = p(p)p(g) = (p—1)(g—1). 


Théorème de Fermat-Euler [ e 


4) On a 


pa) = pp!) x (PS... pfs) 
= q(pi") x pps) x pp ps) 
= pp) x p(p2) x p(p5°).… x p(pÉ*) 
= pi l(pi—1)p$ (pa—1)...p# (ps —1) 
= pit pX (pi —1)...(ps—1) 
s 1 
= gut — . 
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Théorème de Fermat-Euler 


Théorème (Théorème d'Euler) 


Soit n un entier naturel non nul, alors 


(VaeZ): pgcd(a,n) =1,a%)=1 (mod n). 
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UC OT UE A TT indicateur d'Euler 


Théorème (Théorème d'Euler) 


Soit n un entier naturel non nul, alors 


(VaeZ): pgcd(a,n)=1, a") =1 (mod n). 





Preuve. 


Comme a est inversible modulo n, |l est clair que 


{k| pecd(k,n) = 1} = {as | pecd(s,n) = 1}, 








ainsi 
q(n)_ on) QU) _ (x) 
k als 0 0 
k=1 s=1 k=I s=1 
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CO OC A TT indicateur d'Euler 


Remarque 


On peut montrer le théorème d'Euler en utilisant le théorème de Lagrange. En 
effet, on sait que Q(n) =#(Z/nZ)*. Donc, si pgcd(a,n) = 1 alors a € (Z/nZ)* et, 
par le théorème de Lagrange, on tire que 
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Théorème de Fermat-Euler 


Théorème (Petit Théorème de Fermat) 


Soit p un nombre premier, alors 


(VaeZ): pgcd(a,p)=1, a !=1 (mod p). 
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CUT CCE al a Indicateur d'Euler 


Théorème (Petit Théorème de Fermat) 


Soit p un nombre premier, alors 


(VaeZ): pgcd(a,p)=1,a!=1 (mod p). 





Preuve. 






On a p est premier, donc @(p) = p— 1 et d'après le théorème d'Euler on a le 
résultat. 
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UC OT UE A TT indicateur d'Euler 


Théorème (Petit Théorème de Fermat) 
Soit p un nombre premier, alors 


(VaeZ): pgcd(a,p)=1,a!=1 (mod p). 





Preuve. 


On a p est premier, donc (p) = p— 1 et d’après le théorème d'Euler on a le 
résultat. 


















Corollaire 
Soit p un nombre premier, alors 


(VaeZ), a’ =a (mod p). 





En effet, si pgcd(p,a) — 1, alors al =1 (mod p), donc a? = a (mod p). Si p 
divise a alors a — 0 et la propriété est aussi vraie, d'où le résultat. 
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CC OT UE TT indicateur d'Euler 


Théorème (Test de primalité) 






Soient a E N*,nEe N avec n > 2. Si a"! =1 (mod n) et a Z 1 (mod n) pour 
tout x diviseur strict de n — 1, alors n est premier. 


Preuve. 


Comme a"-l = 1 (mod n), alors à € (Z/nZ)”. L'ordre de à dans (Z/nZ)”* divise 
n— 1, par hypothèse ne peut pas être strictement inférieure à n — 1, donc égale à 
n—1, d'où n—1<@{n) <n. 

Si n n'est pas premier, il admettrait un diviseur stricte différent de 1, donc non 
premier avec n d'où q(n) < n—1, ce qui donne une contradiction, ainsi n est 
premier. 
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CC OT UE TT indicateur d'Euler 


Théorème (Test de primalité) 






Soient a E N*,nEe N avec n > 2. Si a"! =1 (mod n) et a Z 1 (mod n) pour 
tout x diviseur strict de n — 1, alors n est premier. 


Preuve. 


Comme a"-l = 1 (mod n), alors à € (Z/nZ)”. L'ordre de à dans (Z/nZ)”* divise 
n— 1, par hypothèse ne peut pas être strictement inférieure à n — 1, donc égale à 
n—1, d'où n—1<@{n) <n. 

Si n n'est pas premier, il admettrait un diviseur stricte différent de 1, donc non 
premier avec n d'où Q(n) < n—1, ce qui donne une contradiction, ainsi n est 
premier. 






















Remarque 


Le résultat pour p premier fut établi par Fermat en 1640 (Petit théorème de 
Fermat) et généralisé ensuite par Euler. 
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Théorème de Fermat-Euler 


Proposition 





Si p un nombre premier et k € {1,2,--- ,p—1}, alors (?) =0 (mod p). 
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Théorème de Fermat-Euler Application 


Proposition 






Si p un nombre premier et k€ {1,2,---,p—1}, alors (?) =0 (mod p). 





Preuve. 


Dans Z/pZ{[X], on considère le polynôme P(X) = (1+X)? —(1+X). Le polynôme 
P est de degré p, et s'annule sur le corps Z/pZ, car a? = a (mod p). De même 
pour le polynôme Q(X) = X? —X. Or ces deux polynômes sont unitaires et de 
même degré, ils sont donc égaux, donc 


es 
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Théorème de Wilson 





Indicateur d'Euler 


Application 


@ Théorème de Wilson 





LETTRE AU 


Théorème de Wilson 


Fut formulé par Waring en 1770 et démontré par Wilson. 


Théorème 


@ Soit p un nombre premier alors (p —1)! = —1 (mod p). 


Q Si un entier n > 2 vérifié la congruence (n— 1)! = —1 (mod n), alors n est 
premier. (Cette assertion présente un autre moyen pour tester la primalité 
d'un entier). 
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Théorème de Wilson 


Preuve. 


@ llest clair que pour tout élément non nul x € Z/pZ distincts de 1, —1, on a 
x Z xl. En regroupant chaque terme avec son inverse, on obtient que le 
produit 

2xX3Xx...x(p—2)=1 (mod p). 


Donc, dans Z/pZ, on a 





(p—1)!=(p-1)=-1 (p-1)!=-1 (mod p). 


Q Si1x2x...x(n—1)=—1 (mod n), alors les classes 1,2,...,n—1, sont 
inversibles dans Z/nZ. Donc toutes les éléments non nuls de Z/nZ sont 
inversibles, d'où Z/nZ est un corps, Par conséquent n est premier. 
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Module: Renforcement des Acquis 1 


Carrés dans Z/pZ, avec p > 3 





Proposition 
Soit p un nombre premier impair alors 


@ Dans Z/pZ, il y a ce carrés. 


Q Si on note par È = x}7 dans (Z/pZ)", alors on à 





() Un 2.2. 


et on a : 
x est un carré dans Z/pZ = () = 
P 


De plus 


X 


) =0 dans Z/pZ. 
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Carrés dans Z/pZ, avec p > 3 





Preuve 


1) On considère l'application 


f: (Z/pZ) — (Z/p2) 
x + x? 


L'application f est homomorphisme de groupe. Son noyau est constitué par les 
racines du polynômes X?— 1 dans Z/pZ c'est-à-dire {+1}, donc il est de cardinal 
2. On en déduit par le premier théorème d'isomorphisme que 








Par conséquent, il y a PT carrés dans (Z/pZ)", et puisque O est un carré dans 
Z/pZ, alors il y en a 251 +1 = 2 dans Z/pZ. 
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Carrés dans Z/pZ, 





Preuve 


2) On se place dans Z/pZ. Pour tout a Z 0, on a (a (et) DE = ap 1 =T (par le 


théorème de Fermat), donc al”-1)/2 € Ker f = {+1} c'est-à-dire (9) = +1 
(mod p). 








' : : pl — De 
D'autre part, remarquons que l'ensemble des racines de X 7 —1 de degré E=., 
contient les pl carrés non nuls de Z/pZ, donc ils coincident. On conclut que : 


—1 —_ 
a est un carré dans (Z/pZ)* = a est une racine de sl 


= aP-0/221 (mod p) 


-Q 


—] pl 2 
Comme il y a = carré non nuls et non carré, alors 


>» () 0 
xe(Z/pZ)* \P 
se découle facilement. 
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Carrés dans 7 





Corollaire 





—T est un carré dans Z/pZ si et seulement si p = 1 (mod 4). 
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Carrés dans Z/pZ, avec p >3 





Corollaire 
—T est un carré dans Z/pZ si et seulement si p = 1 (mod 4). | 


Preuve. 
On a : 


—T est un carré dans Z/pZ = ei) =1 (mod p) 


> Ê est pair 





«— p=1l (mod À). 
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Carrés dans Z/pZ, avec p >3 





Proposition 







Soit p un nombre premier impair divisant a? + b? où a et b sont premiers entre 
eux, alors p = 1 (mod 4). 
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Carrés dans Z/pZ, 





Proposition 


Soit p un nombre premier impair divisant a? + b? où a et b sont premiers entre 
eux, alors p = 1 (mod 4). 





Preuve. 
Soit p un nombre premier impair divisant a? + b? avec pgcd(a,b) — 1, alors à ou b 
est non nul dans Z/pZ Ge on aura, d'après Bézout, que 0 — I. Supposons que 
a Z£ 0, alors 1+(a- 12D = T+ (ab) — 0, ce qui entraîne que —1 est un carré 

modulo p, par conséquent p = 1 (mod 4). 
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Carrés dans Z/pZ, 





Proposition 


Soit p un nombre premier impair divisant a? + b? où a et b sont premiers entre 
eux, alors p = 1 (mod 4). 





Preuve. 


Soit p un nombre premier impair divisant a? + b? avec pgcd(a,b) — 1, alors à ou b 
est non nul dans Z/pZ (EE on aura, d'après Bézout, que 0 — I. Supposons que 





a 0, alors 1+(a 1)D = T+ (ab) — 0, ce qui entraîne que —1 est un carré 
modulo p, par conséquent p = 1 (mod 4). 

















Théorème (Théorème des deux carrés de Fermat) 


Soit p un nombre premier impair, alors p est la somme de deux carrés parfaits si 
et seulement si p = 1 (mod 4). 
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